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数数 学学

海淀一模后三道解答题分析
北京大学附属中学 单治超

2024年5月8日 星期三 9 高考·辅导

2024年海淀区数学一模最后三道解答题综合

性强、创新点多、难度较大.本文对这三道题进行

分析，希望在高考备考冲刺阶段能为考生提高数

学成绩提供帮助.

第19题：已知椭圆G ：x2 +my2 =m的离心率为

2
2 ，A1，A2 分别是G的左、右顶点，F是G的右焦点.

（Ⅰ）求 m 的值及点 F 的坐标；

（Ⅱ）设 P 是椭圆 G 上异于顶点的动点，点 Q

在直线 x = 2 上，且 PF⊥ FQ ，直线 PQ 与 x 轴交于

点 M . 比较 ||MP
2
与 ||MA1 ⋅ ||MA2 的大小.

解答：（Ⅰ）m 的值为 2 ，点 F 的坐标为（1,0）.

（步骤略）

（Ⅱ）考生首先要考虑的是设点还是设线. 题

目中没有出现直线与椭圆的两个交点，因此应该

设点. 接下来要考虑设哪个点为变元. 题目中有

三个动点 P，Q，M . 把椭圆上的点 P 设为变元，可

以方便地表示出 Q,M 两点坐标. 于是设 P(x0,y0)
（x0y0 ≠ 0）.

下面考生就可以按部就班地去表示 Q，M 两

点坐标，但首先必须表示出 Q 的坐标：

设 Q(2,yQ) ，因 为 PF⊥ FQ ，所 以 (x0 - 1,y0) ⋅
(1,yQ) = 0，所以 yQ = 1 - x0

y0
.

这里利用 PF⊥ FQ 这一条件时采用了向量的

数量积工具，比求出直线 FQ 的方程再与直线
x = 2 求交点更快捷.

再表示出 M 的坐标：

设 M(xM ,0) ，因为 Q，P，M 三点共线，所以
yQ - y0
2 - x0

= y0
x0 - xM

.

这里三点共线的条件直接翻译，同样不必求

直线 PQ 的方程.

于是
xM = x0 - (2 - x0)y0

yQ - y0
= x0 - (2 - x0)y01 - x0

y0
- y0

=

x0 - (2 - x0)y0
2

1 - x0 - y0
2 .

变形到这一步，考生会发现 xM 的表达式里同

时出现了 x0 的一次项和二次项，但只出现了 y0 的

二次项而没有出现 y0 的一次项. 这是因为把 P 变

为它的对称点后显然不影响 M 的坐标. 遇到这种

情况，就应该利用 P 在椭圆上，x0
2 + 2y0

2 = 2 ，及时

地进行消元，消去 y0
2 . 这样后续的讨论就是关于

x0 的单变量问题. 如果不及时消元，后面的表达

式繁琐且容易在变形中出错.

xM = x0 - (2 - x0)y0
2

1 - x0 - y0
2 = x0 -

(2 - x0)(1 - x0
2

2 )
1 - x0 -(1 - x0

2

2 )
=

x0 - (2 - x0)(2 - x0
2)

x0
2 - 2x0

= x0 + 2 - x0
2

x0
= 2
x0

.

||MP
2 - ||MA1 ⋅ ||MA2 =(x0 - 2

x0
)2 + y0

2 -( 2
x0

+ 2 )

( 2
x0

- 2 )=(x0
2 - 4 + 4

x0
2 ) +(1 - x0

2

2 ) -( 4
x0

2 - 2)=
x0

2

2 - 1 < 0 ，

所以 ||MP
2 < ||MA1 ⋅ ||MA2 .

最终结果是个不等式，有些出乎意料. 事实

上，考生通过图形可以发现，把 P 替换为直线 PF

与椭圆的另一交点时点 M 的位置不变，但是 ||MP

会发生变化. 因此结论不可能是等式.

解析几何解答题最终结论是个不等关系的情

况比较少见，本题有显著的创新点.

第20题：已知函数 f (x) = x ⋅ ea - 12 x ．

（Ⅰ）求 f (x) 的单调区间；

（Ⅱ）若函数 g(x) = || f (x) + e-2a ，x ∈(0,+∞) 存

在最大值，求 a 的取值范围.

解答：（I）简要表述：

f ′(x) =(1 - x2 )e
a - 12 x(1 - x2 ) ，所以函数 f (x) 的单

调递增区间是 (-∞,2) ，单调递减区间是 (2,+∞) ．

（II）考生要借助几何进行思考. 函数 g(x) 的
图象是对函数 f (x) 在 y 轴右侧部分的图象进行上

下平移，再把 x 轴下方的部分翻折下去得到的.

由第 I问我们已经知道函数 f (x) 图象的大致

轮廓. f (0) = 0 ，向右先增长到最大值 f (2) = 2ea - 1 ，

再递减，但是永远大于 0 ，以 x 轴为渐近线.

首先，a≥ 0 时，g(x) = f (x) + e-2a ，x ∈(0, + ∞)
存在最大值 g(2) .

考生要先把绝对值号可以直接拿掉的最简单

情形讨论清楚.

如果 g(2)≤ 0 ，g(x) 图象大致轮廓如下，此时
g(x) 不存在最大值.

如果 a < 0 且 g(2) > 0 ，g(x) 存在最大值当且

仅当 g(2)≥ -e-2a ，看下面的图形.

不等式 g(2)≥ -e-2a 等价于 ea - 1 + e-2a≥ 0 ，易

见 a = -1 时等号成立，且不等式左边是关于 a 的

增函数. 故 -1≤ a < 0 .

综上，a 的取值范围是 [ )-1,+∞ .

用 导 数 研 究 函 数 的 性 质 ，核 心 在 于 单 调

性 . 而绘制函数图象的大致轮廓能够把函数的

很多性质暴露出来，在解决导数解答题时非常

有用 .

第21题（部分）：已知 Q ：a1,a2,…am
2（m≥ 2 ，

m ∈N∗）为有穷正整数数列，其最大项的值为 m ，

且 当 k = 0,1,…,m - 1 时 ，均 有 akm + i ≠ akm + j

（1 ≤ i < j≤m）. 设 b0 = 0 ，对于 t ∈ { }0,1,…,m - 1 ，

定义 bt + 1 = min{ }n|n > bt,an > t ，其中，minM 表示

数集 M 中最小的数.

（Ⅰ）若Q：3,1,2,2,1,3,1,2,3，写出 b1，b3 的值；

（Ⅱ）若存在 Q 满足：b1 + b2 + b3 = 11 ，求 m 的

最小值.

解答：这道数列新定义题在题干中出现了大

量符号，令人眼花缭乱，考生如果读不懂，连第I问

都很难做出来.遇到符号多的时候，可以考虑逐句

翻译成文字语言.

这是一个项数为 m2 的正整数列，而且最大

项 是 m . 当 k = 0,1,…,m - 1 时 ，均 有 akm + i ≠ akm + j

（1 ≤ i < j≤m）.把 k 特殊化，看看这句话表达的是

什么意思：k = 0 时，那就是 a1,a2,…,am 互不相等；

k = 1时，那就是 am + 1,am + 2,…,a2m 互不相等.原来是

说把 m2 项等分成 m 段，每段中的 m 项互不相

等. 更确切地说，每一段中 1,2,…,m 都恰好出现

了一次.

{ }bn 这 一 有 穷 数 列 是 递 归 定 义 的. bt + 1 =
min{ }n|n > bt,an > t 这一定义式如何理解？对数列

{ }an 中满足一定条件的若干项的序号取最小值，

在 21 题中经常出现，考生可以直观地理解为“首

次出现的时刻”. 按照这种理解，bt + 1 就是时刻 bt

之后，数列 { }an 首次大于 t 的时刻.

之后就可以做第I问了：b1 = 1，b2 = 3，b3 = 6 .

第 II 问求 m 的最小值. 既然 b1，b2，b3 都有定

义，那么一定有 m≥ 3 .

考虑命题人心理. m = 3 时应该不可能存在 Q

满足 b1 + b2 + b3 = 11，否则构造一下题目就太简单

了. 大胆地猜测 m 的最小值是 4 ，这样既考查了

一个不存在性的证明，又考查了一个存在性的证

明，比较符合21题第II问的难度.

事实上，在前面的文字翻译基础上，不难证明
m = 3 时不可能存在 Q 满足 b1 + b2 + b3 = 11 . 首先
b1 = 1是定值.因为 a2 ≠ a3 且均为正整数，所以 a2，
a3 至少一项大于 1 ，所以 b2 ≤ 3 . 因为 a4，a5，a6 是

互不相等的正整数，所以必有一项大于 2 ，所以
b3 ≤ 6 . 于是 b1 + b2 + b3 ≤ 10 .

m = 4 时构造 Q 满足 b1 + b2 + b3 = 11 ，说白了

就是希望 b2，b3 大一点. 由于 b1 = 1 是定值，希望
b2 + b3 = 10 . 同 m = 3 时的讨论，b2 ≤ 3 ，当且仅当
a2 = 1 时取等号. a5，a6，a7，a8 是互不相等的正整

数，其中首次大于 2 的时刻不大于 7，因此 b3 ≤ 7 .

于是就是要构造 b2 = 3，b3 = 7 的数列 Q . 那就令
a2 = 1 ，且 a4，a5，a6 均取值于 1，2. 例如 Q ：4，1，3，

2，2，1，3，4，...即可.

综上，m 的最小值是4.

有能力的考生对这些综合性强、有创新的题

目进行深入反思，一定会取得很多收获.


