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6 初中学考·辅导 2023年10月21日 星期六

数数 学学

一元二次方程是初中数学中重要的数学模型之

一，它有丰富的实际背景，从实际问题中抽象出数量关

系，列出一元二次方程，求出它的根进而解决实际问

题，是本章学习的主线.

本章的学习重点是解一元二次方程. 一元二次方

程是初中阶段一类重要的方程.在此前，我们已经学习

了一元一次方程、二元一次方程组，其中，二元一次方

程组可以看成是一元一次方程在“元”上的推广，自然

地，一元二次方程是一元一次方程在“次”上的推广.

在求解一元一次方程时，利用等式的基本性质、运

算律，可以将其不断转化，最终化归为x = a的形式，获得

方程的解；在求解二元一次方程组时，我们借助一些方

法进行“消元”将其转化成一元一次方程，进而求解；在

求解一元二次方程时，把握其基本思想的降“次”，通过

配方、因式分解等，将一个一元二次方程转化为两个一

元一次方程来解.

知识梳理

初三数学的学习内容综合性较强，学习的过程中，

一定要做好归纳和总结，对知识进行系统梳理和重新

建构，建立不同知识间的内在联系，对学习内容中所蕴

含的思想方法进行归纳整理，从而提升学科核心素养.

以一元二次方程一章为例，在此章内容中，蕴含着

丰富的数学思想方法，主要有转化思想、类比思想等.

我们知道，解方程的过程就是不断地通过变形把原方

程转化为与之等价的最简单方程的过程.因此，转化思

想是解方程过程中思维活动的主导思想，主要表现在

一元二次方程转化为一元一次方程，特殊转化为一般，

一般转化为特殊.例如，通过用配方法解数字系数的一

元二次方程x2 + 6x + 4 = 0归纳出用配方法解一般形式的

一元二次方程ax2 + bx + c = 0的方法，进而得出一元二次

方程的求根公式. 而用公式法又可以解各种形式的一

元二次方程，推导出一元二次方程根与系数的关系.掌

握转化思想并举一反三，就可以解决很多新的数学问

题. 在此章中，还多次运用类比的思想方法，如用配方

法解一元二次方程时，可类比平方根的概念和意义.列

一元二次方程解应用题，可类比列一元一次方程解应

用题的思路和一般步骤. 类比思想是联系新旧知识的

纽带，有利于同学们开阔思路，研究解题途径和方法，

有利于掌握新知识，巩固旧知识，学习时应特别重视.

之前，同学们对数学思想方法的感悟可能是零散的、片

段化的，但对于初三数学内容的学习与复习，一定要做

好归纳总结，从全局的角度结合各知识点来系统梳理

各种数学思想方法.

此外，同学们还要特别重视对于准确熟练的计算能

力、严谨有序的分析推理能力、高效快速的数学阅读等

基本数学能力的提升.在学习过程中，注重知识的形成

过程、解题思路的探索过程和解题方法的归纳概括等.

复习建议

一元二次方程根的判别式联通广泛，是近些年学

考的高频考点.它不仅仅是解一元二次方程的关键，也

是解决后续一些相关问题的依据，如在将来研究二次

函数图象与直线交点时，一元二次方程根的判别式会

显现出“以数驭形”的威力.

1.一元二次方程根的判别式的概念
一 般 地 ，式 子 b2 - 4ac 叫 做 一 元 二 次 方 程

ax2 + bx + c = 0根的判别式，通常用希腊字母“Δ”表示它，

即Δ = b2 - 4ac.
对于一元二次方程ax2 + bx + c = 0（a≠ 0）：

Δ＞0 ⇔ 方程有两个不等的实数根；

Δ=0 ⇔ 方程有两个相等的实数根；

Δ＜0 ⇔ 方程无实数根.

2.一元二次方程根的判别式的应用举例
（1）利用判别式判断下列方程根的情况．

例1 不解方程，判断下列方程根的情况．

（1）2x2 - 4x = -2 （2）x( )x + 3 + 4 = 0
（3）x2 + 2x - 2 = 0
分析：题目中要求是不解方程，但是解答时需要有

“化为一般式”的过程，这是明确“a、b、c”的关键步骤，

在此基础上计算根的判别式b2 - 4ac进行判定. 如果题

目中的a > 0，c < 0，即a，c异号时，根据Δ = b2 - 4ac，可判断

Δ一定大于0，那么方程一定有两个不相等的实数根．

解答：（1）方程化为一般式为：2x2 - 4x + 2 = 0
∵a = 2，b = -4，c = 2，
∴Δ = b2 - 4ac = ( )-4 2 - 4 × 2 × 2 = 0，
∴原方程有两个相等的实数根．

（2）方程化为一般式为：x2 + 3x + 4 = 0
∵a = 1，b = 3，c = 4，

∴Δ = b2 - 4ac = 32 - 4 × 1 × 4 = -7，
∵-7 < 0，
∴原方程无实数根．

（3）∵a = 1，b = 2，c = -2，
∴Δ = b2 - 4ac = 22 - 4 × 1 × ( )-2 = 12，
∵12＞0，

∴原方程有两个不等的实数根．

例2 利用判别式完成下列证明．

（1）关于x的一元二次方程x2 - ( )2k - 1 x + k2 - 1 = 0，
其中k < 0．

求证：方程有两个不相等的实数根．

分析：先根据根的判别式求出Δ的表达式，依据k的
范围，计算根的判别式Δ与 0的关系，即可确定原方程

根的情况.

证明：∵a=1，b=-（2k-1），c = k2 - 1，
∴Δ＝b2 - 4ac = [ ]-( )2k - 1 2 - 4 × 1 × ( )k2 - 1

=4k2 - 4k + 1 - 4k2 + 4
=-4k + 5

∵k＜0，

∴-k＞0，

∴-4k+5＞0，即Δ＞0 ，

∴方程有两个不相等的实数根．

（2）关于x的一元二次方程x2 - ( )k + 3 x + 2k + 2 = 0．

求证：方程总有两个实数根．

分析：先根据根的判别式求出Δ的表达式，利用平

方的非负性判断Δ的符号，即可确定原方程根的情况.

证明：∵a=1，b=-( )k + 3 ，c = 2k + 2，
∴Δ=b2 - 4ac = [ ]-( )k + 3 2 - 4 × 1 × ( )2k + 2

= k2 + 6k + 9 - 8k - 8
= k2 - 2k + 1

∵k2 - 2k + 1 = ( )k - 1 2 ≥ 0，即Δ≥0，

∴原方程总有两个实数根．

（2）根据方程根的情况判定字母系数的取值范围.

例3 （1）若关于x的一元二次方程x2 - 3x +m - 2 = 0
有实根．

求m的取值范围．

分析：根据一元二次方程有实根，可得该方程根的

判别式大于等于0，即Δ≥0.求解关于m的一元一次不等

式确定范围即可.

解答：由题意可得：Δ≥0，

∵a=1，b=-3，c=m-2，

∴Δ=b2 - 4ac = ( )-3 2 - 4 × 1 × ( )m - 2 =17-4m，

∴17-4m≥0，解得m≤ 174 ．

（2）已知关于x的方程kx2 - 6x + 1 = 0有两个不相等

的实数根，求k的取值范围．

分析：根据方程有两个不相等的实数根，可知两个结论：

①该方程是一元二次方程，即k≠0；

②该方程根的判别式大于0，即Δ＞0.

求解上述两个不等式组成的关于k的不等式组

即可得到k的取值范围.

解答：原方程为一元二次方程，则k≠0，

由题可得：Δ＞0，

∵a = k，b=-6，c=1，

∴Δ= b2 - 4ac = ( )-6 2 - 4 × k × 1 = 36 - 4k，
∴36-4k＞0，解得k＜9，

∴k＜9且k≠ 0．

难点突破

建立方程知识结构 突破学习难点
——一元二次方程学习建议

北京师范大学三帆中学朝阳学校教师 刘 琦

一元二次方程在中学数学中占有非常重要的地位，上承一元一次方程、多项式乘法及因式分解的知识，下接二次函数等其他

内容。本文首先对一元二次方程这一章的知识结构进行梳理，再从根的判别式的概念出发，总结根的判别式在一元二次方程中

的若干应用，帮助考生积累方法，突破本章学习难点，最后再为考生提供一些复习建议，为后续内容的学习奠定基础。


