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利用导数研究函数的性质是高中数

学的一个重要内容，一般的方法是通过

导函数大于 0 解出函数的单调递增区

间；通过导函数小于 0 解出函数的单调

递减区间 . 这里往往需要先令导函数为

0，解出此方程的根 . 当导函数为超越函

数，也即导函数等于 0 这个方程难以求

解时，运用这一方法会遇到一些障碍 . 比

如，求解 y = ex - ln x，其导数为超越函数，

即 y′= ex - 1
x
( )x > 0 . 由 于 ex - 1

x
= 0的 根 难

以知道，所以难以继续分析导函数何时

为正、何时为负 .

这类问题如何处理呢？下面探讨处理

这类问题的常用方法.

一、回避难点，重新构造函数

许多题目需要构造一个函数，然后利

用导数来研究这个函数的性质.如果构造

的函数求完导数后难以继续分析正负，可

考虑重新构造，换一个函数试试.

【例1】设L：y = x - 1，曲线C:y = ln x
x

，证

明：除点( )1,0 之外，曲线C在直线L的下方.

【分析】证明除点( )1,0 外，曲线C在直线

L的下方，等价于证明 ln x
x

< x - 1对任意

x > 0 且 x≠ 1恒 成 立. 也 就 是 需 要 证 明

ln x
x

- x + 1 < 0对任意x > 0且x≠ 1恒成立.如

果 令 g( )x = ln x
x

- x + 1 ，则 求 导 得

g′( )x = 1 - ln x - x2

x2 . 可通过1 - ln x - x2 > 0解

出 g( )x 的增区间；通过1 - ln x - x2 < 0解出

g( )x 的减区间，从而完成本题证明.但这两

个不等式并不容易解. 如果放弃这个函

数，重新构造一个函数，则有更好的处理方

式.注意，本题导函数之所以是超越函数，

是 因 为“ ln x
x ”这 部 分 求 导 后 依 然 含 有

“ln x”，因此将这部分分离即可.原题等价

于证明：ln x - x 2 + x < 0对任意x > 0且x≠ 1恒
成 立. 令 h( )x = ln x - x2 + x ，求 导 得

h′( )x = 1
x
- 2x + 1 = -2x2 + x + 1

x
. 分子是个二

次函数，处理起来就容易多了. 这便是处

理超越型导数问题的第一个办法：回避难

点，绕道而行.下面是详细解答过程.

【解】设h( )x = ln x - x2 + x，
求导得h′( )x = 1

x
- 2x + 1 = -2x2 + x + 1

x
.

对分子进行因式分解，

得h′( )x = -( )2x + 1 ( )x - 1
x

.( )x > 0
令h′( )x > 0，可得x ∈ ( )0,1 ；令h′( )x < 0，

可得x ∈ ( )1,+∞ .

所以h( )x 在( )0,1 单调递减；在( )1,+∞ 单

调递增.

所以当x ∈ ( )0,1 ⋃ ( )1,+∞ 时，

h( )x < h( )1 = 0.
即 对 任 意 x > 0 且 x≠ 1 ，都 有

ln x - x2 + x < 0恒成立.

即对任意x > 0且x≠ 1，都有 ln x
x

< x - 1
恒成立.

所以除( )1,0 外，曲线C恒在直线L下方.

【例2】设函数 f ( )x = ex ln x + 2ex - 1

x
，

求证：f ( )x > 1.
【分析】如果直接去求 f ( )x 的最小值，

那么需要求其导数.

求导，f ′( )x = ex ln x + ex

x
+ 2ex - 1x - 2ex - 1

x2

= ex ln x + 2ex - 1x + ex - 2ex - 1

x
.导函数是个超越

函数，很难直接解出何时导函数为正，何时导

函数为负.但此题并非必须得求 f ( )x 的最小

值，可以对待证不等式作合理变形，如例1那

样，回避难点，绕道而行，重新构造函数来研

究.题中导函数之所以复杂，是因为“ex ln x”的
存在，因此考虑将这部分分离即可.

比 如 ，要 证 f ( )x > 1 ，只 需 证 明

x ln x + 2e > x
ex . 能证明不等号左边的最小

值，大于右边的最大值即可.

【解】设h( )x = x ln x + 2e ,g( )x = x
ex .

则h′( )x = ln x + 1,g′( )x = 1 - x
ex .

显 然 x ∈ æ
è

ö
ø

0, 1e 时 ，h′( )x < 0,h( )x 单 调

递减；x ∈ æè ö
ø

1e ,+∞ 时，h′( )x > 0,h( )x 单调递

增；所以h( )x ≥ hæ
è

ö
ø

1e = 1e .

同时x ∈ ( )0,1 时，g′( )x > 0，g( )x 单调递

增；x ∈ ( )1,+∞ 时，g′( )x < 0,g( )x 单调递减；

所以g( )x  g( )1 = 1e .
所以h( )x  1e ≥ g( )x ，又因为两个等号

的去等条件不一致，所以最终h( )x > g( )x ，

整理后可得 f ( )x > 1.
通过上面两个例子可以发现，在利用

导数研究函数单调性和最值等问题时，如

果导函数难以解决其何时正、何时负的问

题，可以回避困难，重新构造函数去解决问

题. 重新构造函数时，需要分析清楚原函

数中是哪部分导致导函数复杂的，想办法

把这部分分解掉.

但是，有些时候无法重新构造函数，就

需要想办法去攻克那些超越的导函数.下

面介绍第二个方法.

二、二次求导，判断导函数范围

如果不能解出导函数何时为正、何时

为负，可选择去解导函数的取值范围. 有

以下三种情况：

1. 导函数的最大值小于 0. 如果出现

这种情况，就说明导函数是恒小于 0 的，

从而原函数一定是单调递减的.

2. 导函数的最小值大于 0. 如果出现

这种情况，就说明导函数是恒大于 0 的，

从而原函数一定是单调递增的.

3. 导函数最小值小于 0，同时最大值

大于 0. 这时候比较麻烦 . 如果导函数是

连续函数，那么令导函数等于 0 必有解 .

此时可以求出导函数等于 0 的根，然后

结合导函数的单调性解决问题 . 下面举

例说明 .

【例3】已知函数 f ( )x = ex cos x - x，求函

数 f ( )x 在区间é
ë

ù
û

0, π2 上的最大值和最小值.

【分析】求导得 f ′( )x = ex cos x - ex sin x - 1.
很明显导函数是超越函数，很难解出其何

时为正、何时为负.同时，题目指明了要求

f ( )x 的最值，因此也不能重新构造函数.

此时，可以考虑求导函数的范围. 这就需

要求导函数的导函数. 设 g( )x = f ′( )x . 则

g′( )x = ex cos x - ex sin x - ( )ex sin x + ex cos x .

化简后得 g′( )x = -2ex sin x. 当 x ∈ é
ë

ù
û

0, π2 时，

g′( )x  0，且只有 g′( )0 = 0，所以 g( )x 单调

递 减 . 因 为 g( )0 = 0，从 而 可 知 g( )x  0 .

属于上文所分析的第一种情况 . 之后便

容易解决了 .

【解】求导得 f ′( )x = ex cos x - ex sin x - 1.
设g( )x = f ′( )x .则g′( )x = -2ex sin x.
因为x ∈ é

ë
ù
û

0, π2 ，所以g′( )x  0.
又只有g′( )0 = 0，所以g( )x 单调递减.

因为g( )0 = 0，从而可知g( )x  0.
所以 f ( )x 在 x ∈ é

ë
ù
û

0, π2 时单调递减 . 从

而当x = 0 时，f ( )x 有最大值 1；

当x = π2时，f ( )x 有最小值-π2 .

【例4】设函数 f ( )x = xe2- x + ex，求 f ( )x
的单调区间.

【 分 析 】 类 似 例 3，求 导 得

f ′( )x = e2- x( )1 - x + ex - 1
. 这个导函数也是超

越函数，难以直接解出其大于0和小于0的

区间. 而原题又明确要求讨论 f ( )x 的单调

区间. 这同样意味着不能回避难点，重新

构造函数，只能去求 f ′( )x 的范围. 如果所

得范围的最大值小于0或最小值大于0，那

么此题就容易解决. 另外，注意到e2- x > 0，
因 此 求 解 1 - x + ex - 1 的 范 围 即 可. 设

g( )x = 1 - x + ex - 1
，求导得g′( )x = -1 + ex - 1

.易

知x < 1时，g′( )x < 0；x > 1时，g′( )x > 0. 从而

g( )x 在x = 1处取得最小值.因为g( )1 = 1 > 0，
所以这是上文分析的第二种情况.按照相

应方法处理即可.

【解】由 f ′( )x = e2- x( )1 - x + ex - 1
及e2- x > 0

可知，f ′( )x 与1 - x + ex - 1同号.

令g( )x = 1 - x + ex - 1
，则g′( )x = ex - 1 - 1.

所 以 当 x < 1时 ，g′( )x < 0 ；x > 1时 ，

g′( )x > 0.
从 而 g( )x 在 ( )-∞,1 内 单 调 递 减 ；在

( )1,+∞ 内单调递增.

所以x = 1时，g( )x 有最小值1.

当x ∈ ( )-∞,+∞ 时，g( )x > 0.
从而当x ∈ ( )-∞,+∞ 时，f ′( )x > 0. 所以

f ( )x 的单调递增区间为( )-∞,+∞ .

通过上述两个例题可以发现，对导函

数或导函数中影响正负的那部分进行二

次求导，如果可以得出其最大值小于 0 或

最小值大于 0，问题就很好解决. 但是，也

有可能得到的是导函数的最大值大于 0，

而最小值小于 0，此时又如何处理呢？来

看下面的例子.

【例5】设函数g( )x = ex - ax - a
x2 ( )x > 0 ，

证明：当a ∈ [0, )1 时，g( )x 有最小值.且该最

小值在
æ
è
ç
12 , ù

û
ú

e2

4 内.

【分 析】对 函 数 g( )x 求 导 ，可 得

g′( )x = xex + ax - 2ex + 2a
x3 .注意到分母x3 > 0，

因此只需要知道分子的符号即可.但分子

明显为一超越函数，难以确定其何时为

正、何时为负. 且本题只是要求g( )x 的最

小值，这就导致无法通过更换函数来研

究. 因此只能去求分子xex + ax - 2ex + 2a的
范围.

【解】设 t( )x = xex + ax - 2ex + 2a ，则

t′( )x = xex + a - ex
，仍然是超越的，继续求

导，得 t″( )x = xex
. 因为题目条件明确给出

x > 0，所以t″( )x > 0. 即t′( )x 在( )0,+∞ 上单调

递增.因为t′( )0 = a - 1 < 0，t′( )1 = a 0，所以

在(0, ]1内，必存在x0，使得t′( )x0 = 0.所以，当

x ∈ ( )0,x0 时 ，t′( )x < 0；当 x ∈ ( )x0, +∞ 时 ，

t′( )x > 0.所以可得t( )x 在( )0,x0 内单调递减；

( )x0, +∞ 内单调递增. 因为 t( )0 = 2a - 2 < 0，

t( )2 = 4a 0，结合 t( )x 单调性便可得出当

x ∈ ( )0,x0 时，t( )x < 0；当x ∈ ( )x0, +∞ 时，必存

在唯一的x1 ∈ (0, ]2 ，使得t( )x1 = 0.因此可知

t( )x 在( )0,x1 内值为负；在( )x1, +∞ 内，值为

正.从而g( )x 在( )0,x1 内单调递减；在( )x1, +∞
内单调递增.所以g( )x 必存在最小值.此值

为g( )x1 = ex1 - ax1 - a
x2

1
. 虽然不知道 x1的值，

但 知 道 t( )x1 = 0，即 x1ex1 + ax1 - 2ex1 + 2a = 0.
由此式可解得a = 2ex1 - x1ex1

x1 + 2 ，代入g( )x1 ，得

g( )x1 =
ex1 - 2ex1 - x1ex1

x1 + 2 x1 - 2ex1 - x1ex1

x1 + 2
x2

1

. 化 简 ，

得g( )x1 = ex1

x1 + 2 .之后再设h( )x = ex

x + 2，求导

得h′( )x = ( )x + 1 ex

( )x + 2 2 > 0，所以h( )x 在(0, ]2 内单

调 递 增. 所 以 h( )0 < h( )x  h( )2 ，即

12 < g( )x1  e2

4 .问题得到解决.

通过上述分析可以发现，二次求导，

判断导函数范围的第三种情况比较复杂.

但可以类似上述解答过程，设出导数等于

的根，比如设为x0，然后结合导数的单调

性分析导数何时正、何时负；进而确定原

函数的单调区间. 但需要说明的是，由此

求出的原函数的极值是带有x0的式子. 虽

然并不知道 x0的值，但可以根据当x = x0时

导函数值为 0 这个条件，对求得极值进行

化简，从而最终解决问题.

以上就是导函数是超越函数无法直接

解出其何时为正、何时为负时的一些处理

方法，希望对考生有所帮助.
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