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7 初中学考·辅导2024年3月30日 星期六

数数 学学

二次函数综合压轴题是以函数为主线，结合方程、不

等式等相关代数知识，运用几何图形性质的综合性试题。

通常，第一问正确率在60%以上；第二问有些难度，建议同

学们进行专项训练，总结归纳对应的解题方法和技巧。

本次专题，笔者汇总“直线和抛物线的组合问题”，为

大家备考助力。

【例题1】如图 1，抛物线 y = x2 - 4x + 3 与 x 轴相交于
A,B（点 A在点 B 左侧），与 y 轴交于 C .

（1）（2017年北京）垂直于 y 轴的直线 l 与抛物线相交

于点 P（x1,y1），Q（x2,y2），与直线 BC 交于点 N（x3,y3），

若 x1 < x2 < x3 ，求 x1 + x2 + x3 的取值范围；

（2）如图2，直线 x =m 分别交抛物线、直线于 P、Z ，如

果 yP < yZ ，求 m 的范围；

图1 图2

（3）（2021 年海淀期末

第 26 题改编）如图 2，直线

x =m 分别交抛物线、直线于

P、Z ，是否存在 m ，使得 P、

Z 都在 x 轴的下方？并说明

理由；

（4）（2021 年海淀期末

第 26 题改编）如图 2，直线

x =m 分别交抛物线、直线于

P、Z ，求使 yP yZ ≤ 0 成立的

m 的取值范围；

（5）（常见类型题）如图3，

求抛物线与直线围成的区域内（不含边界）的整点的个数.

【解】（1）由 y = x2 - 4x + 3 得 到 ：y =(x - 3)(x - 1) ，
∴ A（1,0），B（3,0）,C（0,3）；设直线 BC 为 y = kx + 3 ，
∴3k + 3 = 0，k = - 1，∴直线 BC 为 y = -x + 3 ；如图 4；由直

线和抛物线的交点 B（3,0），C（0,3）可得，直线 y = 3 ，
y = 0 将平面分割成 3 个区域，只有当垂直于 y 轴的直线 l
在 y = 0 的下方，且顶点上方时，才能使得交点从左到右的

位置是 P，Q，N ，即 x1 < x2 < x3 .
如图5，由 y = x2 - 4x + 3 得到：y =(x - 2)2 - 1，抛物线的

对称轴是 x = 2 ，顶点坐标是(2,-1)；∵ y1 = y2 ，∴ x1 + x2 = 4 ；

对于 y = -x + 3 ，当 y = 0 时，x3 = 3 ；当 y = -1 时，x3 = 4 ；
∴当 -1 < y < 0 时，3 < x3 < 4 ；∴7< x1 + x2 + x3 < 8 .

图4 图5

（2）如图 6，过交点 B，C 垂直于 x 轴的直线 x = 0，x = 3
将平面分为三部分，只有当 0 < x < 3时，抛物线才能低于直

线 ；∴ 直 线 x =m 分 别 交 抛 物 线 和 直 线 为 P，Z，如 果
yP < yZ ，那么 0 <m < 3 .

（3）直线 x =m 分别交抛物线和直线于 P，Z .

方法一：（几何方法），如图7；

当 0 < x < 3时，直线和抛物线分别在 x轴的上方和下方；

当 x > 3时，直线和抛物线分别在 x 轴的下方和上方；

当 x < 1时，直线和抛物线都在 x 轴的上方；

∴不存在这样的区域，使得直线和抛物线都在 x 轴的

下方，

对应的“代数表示”为：不存在 m ，使得 P，Z 都在 x 轴

的下方.

图6 图7

方法二：（代数方法）：若 P 在 x 轴的下方，则对应的自

变量范围是 1 < x < 3 ；

若 Z 在 x 轴的下方，则对应的自变量范围是 x > 3 ；

如果使得 P，Z 都在 x 轴的下方，那么对应的两个自

变量范围必须有“公共部分”，

这与不等式组 {1 < x < 3
x > 3 无解矛盾，所以不存在 m ，使

得 P，Z 都在 x 轴的下方.

（4）方法一：当 y = x2 - 4x + 3 ，∴ x = 1 ，x = 3 ；当 y =
-x + 3 = 0 ，∴ x = 3 ；

由题意设 P（m,yP），Z（m,yZ），经过列表（如下）分

类讨论 yP ⋅ yZ 的值，得到 m≥ 1；
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方法二：如果 yP yZ ≤ 0 ，

那么，情况1：yP ≥ 0 ，yZ ≤ 0 ，

对应的图形是 m≥ 3 ；情况 2：
yP ≤ 0 ，yZ ≥ 0 ，对应的图形

是 1 ≤m≤ 3 ；综 上 所 述 ，
m≥ 1 .

（5）如图8，抛物线与直线

围成的区域内有2个整点.

【例题2】抛物线 y = 4x + 3
与直线 y = kx + 3（k≠ 0）.

（1）（2020 年密云一模改编）如图 9，直线 y = kx + 3
（k≠ 0）与抛物线 y = x2 - 4x + 3的另一个交点是 E（xE,yE），如

果3 ≤ xE ≤ 3.5，求 k的取值范围；

（2）（2021 年海淀期末改编）如图 10，直线 x =m 分别

交抛物线、直线于 P，Z ，只有当 m≥ 3 时，才有 yP yZ ≤ 0 ，

求 k 的值；

（3）（2020 年西城二模改编）如图 11，直线 x =m 分别

交抛物线、直线于 P，Z ，如果存在 m ，使得 P，Z 均在 x 轴

的下方，结合图象，求 k 的取值范围；

（4）（常见类型题）如图 12，抛物线与直线围成的区域

内有1个整点，求 k 的范围.

图9 图10

图11 图12

【解】（1）如图13，

当 xE = 3 时 ，yE = 0 ，此

时 k = -1；

当 xE = 3.5 时 ，yE = 54 ，

此时 k = - 12 ；

∴ 当 3 ≤ xE ≤ 3.5 时 ，

-1≤ k≤- 12 .

（2）由题意设 P（m,yp）、
Z（m,yZ）；

∵只有当 m≥ 3 时，yP yZ ≤ 0 ；∴当 m < 3 时，yP yZ > 0
．所以可以列表梳理：
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如表格所示：当 m < 1 时，yZ > 0 ；当 m > 1 时，yZ < 0 ；
∴当 m = 1时，yZ = 0 ；

∴直线 y = kx + 3（k≠ 0）经过（1,0），∴ k = -3 .

（3）直线 x =m 分别交抛物线、直线于 P, Z ，如图 14，

对于抛物线，如果 P（m,yP）在 x 轴的下方，即 yP < 0 ，那么
1 <m < 3 ；但是对于直线，如果 Z（m,yZ）在 x 轴的下方，即
yZ < 0 ，那么需要求它与 x 轴的交点，并且要按 k 的正负分

类讨论：

（i）当 k < 0 时，如图14，如果存在 m ，使得 Z 在 x 轴的

下方，那么 m > xD ；∴m > xD 要和 1 <m < 3 有共同部分，
∴ xD < 3 ，而当 D（3,0）时，k = -1 ；∴如果要使得 xD < 3 ，

那么 k < -1；

（ii）当 k > 0 时，如图15，如果存在 m ，使得 T 在 x 轴的

下方，那么 k < -1；
∴m < xD < 0 要和 1 <m < 3 有共同部分，但这与真实情

况矛盾，所以舍去；

综上所述：k < - 1 .

图14 图15

（4）如果直线 y = kx + 3（k≠ 0）和抛物线围成的区域

内有1个整点，那么极端情况是：

情况1：区域内、边界各有1个整点，如图16，∴ y = kx + 3
经过（2,0），∴ k = - 32 ；

情况 2：区域内、边界分别有 0、1 个整点，如图 17，
∴ y = kx + 3经过（1,1），∴ k = -2 ；

∴ y = kx + 3（k≠ 0）和抛物线围成的区域内有 1 个整

点，那么 -2 < k≤- 32 .

图16 图17

二次函数之抛物线和直线组合问题
北京一零一中学高级教师 邱 静

图3

图8

图13


